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Problema 1 


A Alice, a Beatriz, a Carla, o Delfim e o Eurico fizeram uma troca de 
prendas. Cada um colocou uma prenda num saco e depois cada um deles 
tirou uma prenda. No final, dois deles ficaram com a prenda que tinham 
levado, e os outros três com prendas diferentes. 


De quantas maneiras é possível as prendas terem sido distribuídas? 
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Solução 


Primeiro, vamos calcular de quantas maneiras é possível duas pessoas 


recebem a mesma prenda, isto é dado por (3) = 10. 
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Solução 


Primeiro, vamos calcular de quantas maneiras é possível duas pessoas 
recebem a mesma prenda, isto é dado por (3) = 10. 


Segundo, vamos calcular de quantas maneiras três pessoas podem ter 
três prendas diferentes. A primeira pessoa pode ter a prenda dos outros 
dois, ou seja, duas maneiras, e os restantes têm apenas só uma maneira 
ficar com a prenda, pois das duas prendas só pode escolher uma. Logo, 
temos 2 x 1 = 2 maneiras de isso acontecer. 
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Solução 


Primeiro, vamos calcular de quantas maneiras é possível duas pessoas 
recebem a mesma prenda, isto é dado por (3) = 10. 


Segundo, vamos calcular de quantas maneiras três pessoas podem ter 
três prendas diferentes. A primeira pessoa pode ter a prenda dos outros 
dois, ou seja, duas maneiras, e os restantes têm apenas só uma maneira 
ficar com a prenda, pois das duas prendas só pode escolher uma. Logo, 
temos 2 x 1 = 2 maneiras de isso acontecer. 


Logo, há 10 x 2 = 20 maneiras das prendas serem distribuídas. E 
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Problema 2 


Determina todos os pares (x, y) de números reais tais que 
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Solução 


É trivial que x + 0 e y 0. 
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Solução 


É trivial que z #0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 
ryt- +- = — +gr+y > (zy) +y+r=1+2y + ay 
T Y TY 
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Solução 


É trivial que z #0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 
ryt- +-=— +g+y> (zy) +y+r=1+2y + ay 
T Y TY 


= (ry) -ry -ry =1-r-y 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 
zy += +- = +r +y > (ry) +y +r =l r’y ++ ry? 
T Y TY 


> (zy) -2y -ry =1-2-y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 
zy +-+- = +r ty > (ry) +y +r = l+ r’y +H ry? 
T Y TY 


> (xy) — x’°y — ry =1- r- y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (xy)? — xz°y — zy? = (x — 1)(y — 1) — zy 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 
zy +-+- = +r ty > (ry) +y +r = l+ r’y +H ry? 
T Y TY 


> (xy) — x’°y — ry =1- r- y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (xy)? — xz°y — zy? = (x — 1)(y — 1) — zy 


> (xy)? — xz°y — zy? + zy = (z — 1)(y — 1) 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 2 2 2 
tyt =p Hg +y => (xy) +y +r = 1+ y+ ry 
T Y TY 


> (zy) -2y - ry? =1-2-y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (xy)? — xz°y — zy? = (x — 1)(y — 1) — zy 
> (xy)? — xz°y — zy? + zy = (x — 1)(y — 1) 


> (2? — a)(y? — y) = (z — 1)(y — 1) 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 2 2 2 
tyt =p Hg +y => (xy) +y +r = 1+ y+ ry 
T Y TY 


> (zy) -2y - ry? =1-2-y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (zy)? — x’y — zy? = (z — 1)(y — 1) — xy 
> (zy)? — x°y — zy? + zy = (x — 1)(y — 1) 
> (x? — r)(y? — y) = (£ — 1)(y — 1) 


> ey(e — 1)(y — 1) = (x —- 1)({y - 1) 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 2 2 2 
tyt =p Hg +y => (xy) +y +r = 1+ y+ ry 
T Y TY 


> (zy) -2y - ry? =1-2-y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (zy)? — x’y — zy? = (z — 1)(y — 1) — xy 
> (zy)? — x°y — zy? + zy = (x — 1)(y — 1) 
> (x? — r)(y? — y) = (£ — 1)(y — 1) 


> y(x — 1)(y — 1) = (x —- 1)({y - 1) 


> (x — 1)(y — 1)\(zy —- 1)=0 > xz =1Vy=1Vzry=1 
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Solução 


É trivial que z +0 e y #0. Portanto, vamos ter 
Eral 1 2 2 2 
zy +-+- = +g +y > (zy) +yto=1+2y+ay 
T Y TY 


> (xy) — x’°y — ry =1- r- y 


Aplicando o Simon Favourite Factoziation Trick (SFFT), temos 


> (zy)? — x’y — zy? = (z — 1)(y — 1) — xy 
> (zy)? — x°y — zy? + zy = (x — 1)(y — 1) 
> (x? — r)(y? — y) = (£ — 1)(y — 1) 


> y(x — 1)(y — 1) = (x - 1)({y - 1) 


> (x — 1)(y — 1)(zy —- 1) = 0 > xz=1Vy=1Vzry=1 


Logo, os pares são (x, 1), (1, x), (x, 1) com z € Ryo. 
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Problema 3 


Seja ABCD um losango com o ZBAD agudo. A circunferência com 
centro em À e que passa por D interseta a reta CD de novo no ponto 
E. As retas BE e AC intersetam-se no ponto S. 


Mostra que existe uma circunferência que contém os pontos A, S, D e E. 
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Problema 3 
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Solução 


Dado que ABCD é um 
losango, AC é a mediatriz 
do segmento BD. 
Consegquentemente, 
ZABS = ZADS. 
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Solução 


Dado que ABCD é um 
losango, AC é a mediatriz 
do segmento BD. 
Consegquentemente, 
ZABS = ZADS. 


Além disso, temos que BA = 
AE => ZABE = ZAEB. 
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Solução 


Dado que ABCD é um 
losango, AC é a mediatriz 
do segmento BD. 
Consegquentemente, 
ZABS = ZADS. 


Além disso, temos que BA = 
AE => ZABE = ZAEB. 


Como, ZADS = / ABS = 
ZABE = ZAEB = ZAES, 
o quadrilátero AEDS é 
cíclico e está mostrado. E 
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Problema 4 


Um número diz-se indiferente se cada um dos seus algarismos interiores 
(isto é, nem o primeiro, nem o último) for igual à diferença dos seus dois 
vizinhos. Por exemplo, 20224 é um número indiferente com 3 algarismos 
distintos. 


Qual é o maior número de algarismos distintos que um número 
indiferente pode ter? 
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Solução 


Suponha que N é o número com mais algarismos distintos e que a é o 
menor algarismo de todos eles e b é o algarismo à direita de a. 
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Solução 
Suponha que N é o número com mais algarismos distintos e que a é o 


menor algarismo de todos eles e b é o algarismo à direita de a. 


Se b > a e a > 0 e dado que o algarismo interior é a diferença dos seus 
vizinhos, vamos ter a seguinte sequência. 


a,b,a + b,a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b 
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Solução 
Suponha que N é o número com mais algarismos distintos e que a é o 


menor algarismo de todos eles e b é o algarismo à direita de a. 


Se b >a e a > 0 e dado que o algarismo interior é a diferença dos seus 
vizinhos, vamos ter a seguinte sequência. 


a,b,a + b,a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b 


Como 3a + 5b > 3 x 1+5 x 2 = 13, vamos ter no máximo uma 
sequência com 5 algarismos e que para a = 1 e b = 2 temos a sequência 
12358 com 5 algarismos distintos. 
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Solução 


Suponha que N é o número com mais algarismos distintos e que a é o 
menor algarismo de todos eles e b é o algarismo à direita de a. 


Se b >a e a > 0 e dado que o algarismo interior é a diferença dos seus 
vizinhos, vamos ter a seguinte sequência. 


a,b,a + b,a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b 


Como 3a + 5b > 3 x 1+5 x 2 = 13, vamos ter no máximo uma 
sequência com 5 algarismos e que para a = 1 e b = 2 temos a sequência 
12358 com 5 algarismos distintos. 


Aplicando o mesmo raciocino para à esquerda, vamos ter que a maior 
sequência é 85321 e assim obtemos N = 8532112358. Dado que este 
número tem algarismos repetidos, vamos escolher b = 3 para esta 
sequência, obtendo-se N = 74312358, com 7 algarismos distintos! 
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Solução 


Se b >a e a = 0, o 0 pode aparecer várias vezes em N, uma vez que 
podemos ter as sequências 
0,b,b,0 
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Solução 


Se b >a e a = 0, o 0 pode aparecer várias vezes em N, uma vez que 
podemos ter as sequências 
0,b,b,0 


Contudo, estas sequências são todas iguais e, para além delas, só pode 
haver sequências (à direita ou à esquerda) 


0, b, b, 2b, 3b, 5b, 8b 
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Solução 


Se b >a e a = 0, o 0 pode aparecer várias vezes em N, uma vez que 


podemos ter as sequências 
0,b,b,0 


Contudo, estas sequências são todas iguais e, para além delas, só pode 
haver sequências (à direita ou à esquerda) 


0, b, b, 2b, 3b, 5b, 8b 


e número máximo de algarismos distintos, neste caso é 6, basta 
considerar o número 8532110110112358. 
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Solução 


Se b >a e a = 0, o 0 pode aparecer várias vezes em N, uma vez que 
podemos ter as sequências 


0,b,b,0 


Contudo, estas sequências são todas iguais e, para além delas, só pode 
haver sequências (à direita ou à esquerda) 


0, b, b, 2b, 3b, 5b, 8b 


e número máximo de algarismos distintos, neste caso é 6, basta 
considerar o número 8532110110112358. 


Logo, o número máximo de algarismos distintos num número indiferente 


éT. E 
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